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Fortschritt mit Orangen und Computern

Mit dem ersten Computerbeweis wurde 1976 ein neues Zeitalter des mathematischen
Beweisens eingelautet. Das Fur und Wider wird bis heute unter Wissenschaftern heftig
diskutiert. Doch die Automatisierung der Mathematik schreitet unaufhaltsam voran: Lazy
Thinking findet zu einem mathematischen Problem automatisch den Lésungsalgorithmus.

Martina Groschl

Wie kann man Kugeln stapeln, dass sie moglichst wenig Raum brauchen? Schon 1609 hatte der Astronom und
Mathematiker Johannes Kepler diesbezlglich eine Vermutung. Ebenso wie viele Obsthéndler: Denn die von
ihnen praktizierte Orangenpyramide ist genau eine Variante von Keplers Vision zur L6sung des Problems.

Je einfacher die Praxis, desto schwieriger die Theorie. Fast 400 Jahre mussten vergehen und viele
Mathematiker klaglich scheitern. 1998 prasentierte der US-Mathematiker Thomas Hales dann der Offentlichkeit
einen Beweis fir die Richtigkeit der Kepler'schen Vermutung. Normalerweise lasst solch ein Ereignis die
Sektkorken knallen. Nicht so hier. Der Grund fur die Zurtckhaltung: Hales verwendete fur seinen Beweis einen
Computer.

Wahrend in der angewandten Mathematik die Rechenkraft des Computers als Segen gesehen wird, begegnen
ihr manche reinen Mathematiker mit Skepsis. Sie beschéftigen sich

damit, die mathematische Welt zu bauen, in der sich der angewandte Mathematiker sicher bewegen kann. Eine
Welt, die von Gesetzen bestimmt ist, die alle hieb- und stichfest bewiesen werden mussen, bevor sie als solche
gelten durfen. Das war lange Zeit ausschlieBlich die Sache des mathematischen Kopfes. Bis 1976 Wolfgang
Haken und Kenneth Appel den ersten Computerbeweis (siehe Wissen) durchfihrten und damit ein neues
Zeitalter des mathematischen Beweisens einlauteten. Wie eine bis heute wéhrende Diskussion Uber das Fur und
Wider. Der zurzeit an der Université Claude Bernard Lyon 1 in Frankreich weilende Osterreichische
Mathematiker Christian Krattenthaler hat gegen Computerbeweise prinzipiell nichts einzuwenden: "Man soll alle
zur Verfugung stehenden Mittel benttzen, um Fortschritt zu erzielen", so der Kombinatoriker. Doch mussen die
Beweise von unabhangiger Seite Uberpriift werden kénnen. Gerade das kann zu einem Problem werden. So
geschehen bei Hales' Beweis der Kepler'schen Vermutung. Zwolf Mathematiker versuchten vier Jahre lang, im
Auftrag des renommierten Fachblattes Annals of Mathematics seine Richtigkeit zu zeigen. Dann gaben sie
unverrichteter Dinge auf. Er sei zu 99 Prozent sicher, dass der Beweis richtig sei, eine komplette Zertifizierung
sei seinem Team nicht gelungen, so Gabor Fejes-Téth, Leiter der Bemihungen, in seinem Abschlussbericht.
Eine Unsicherheit, mit der die Mathematik lernen muss, zu leben. Und die Puristen langst verfluchen lasst, dass
Mathematiker selbst es waren, die den Computer erfunden haben.

Vorteile nicht missen

Aber die negativen Stimmen werden weniger. Viele reine Mathematiker wollen die Vorteile fur ihre Arbeit nicht
mehr missen. lhnen dient der Computer nicht nur zum Beweisen, sondern auch als

erweiterter Taschenrechner sowie als Quelle der Inspiration. So hat Krattenthaler ein Programm mit dem
passenden Namen "Rate" entwickelt, welches eine Formel fur eine Folge von Zahlen erraten kann, auch wenn
nur ein paar Glieder der Folge bekannt sind. Programme wie "Rate" kdnnen helfen, Vermutungen aufzustellen.
Ist dann ein Beweis erbracht, nutzt Krattenthaler den Computer auch, um das Ergebnis anhand von Beispielen
nachzuprifen: "Das ist insbesondere bei komplizierten Formeln und Resultaten notwendig, da man sonst nie
Sicherheit hat, dass man sich irgendwo auf dem Weg vertan hat." Mit der Hand wéare das zu aufwandig. Auch
der Osterreichische Mathematiker Bruno Buchberger will seinen Kollegen den Arbeitsalltag erleichtern. Sein
Lazy-Thinking-Verfahren findet zu einem mathemati-

schen Problem automatisch den Lésungsalgorithmus. Es liefert in Minuten, woflr der Mathematiker Jahre
brauchen kann (siehe unten). Die Gefahr, dass sein Verfahren einen Beitrag dazu leistet, Mathematiker um ihr
taglich Brot zu bringen, sieht Buchberger nicht. "Es wird immer Problemstellungen geben, fur die das Lazy-
Thinking-Verfahren den Algorithmus nicht liefert und neue Methoden erdacht werden mussen".

Und dafur braucht es - zumindest noch eine Zeit lang - den Menschen. Thomas Hales liefert einen kleinen
Vorgeschmack darauf, welche Dimensionen der reinen Mathematik der Computer als Nachstes erschlieRen
kodnnte: Er hat - als Reaktion auf das Unvermogen seinen Beweis der Kepler'schen Vermutung vollstandig zu
Uberpriufen - ein Projekt mit dem Namen "Flyspeck™ ins Leben gerufen. Dessen ehrgeiziges Ziel ist nichts
weniger als ein rein formaler Beweis der Vermutung. Bei Hales' Beweis aus dem Jahre 1998 war der Computer
noch ein Hilfsmittel. Nun wird er zum Hauptakteur. Der formale Beweis soll aufbauend auf dem 1998er-Original
die menschliche Intuition und damit jegliche Unsicherheit eliminieren. Jeder auch noch so kleine Beweisschritt
wird mit logischer Strenge durchgearbeitet. Eine Strenge, die kein von einem menschlichen Mathematiker
erdachter Beweis liefern kann.

"Flyspeck" startete Anfang 2003. Hales ist mit der Entwicklung zufrieden: “Das Projekt nimmt viel schneller
Gestalt an, als ich zu hoffen wagte." Jedoch ist auch hier - wie in der Mathematik so oft - Geduld angebracht.
Ob der Gewalt des Beweises ist "Flyspeck” auf 20 Jahre konzipiert. Zumindest sind das bedeutend weniger als
400.
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Mathematik zum Auf-die-faule-Haut-Legen

Puristen lehnen die Verwendung von Computern fir
mathematische Beweise nach wie vor ab. Der
Osterreichische Mathematiker Bruno Buchberger, Grinder
des Instituts fur Symbolisches Rechnen der Linzer
Johannes-Kepler-Universitat und des Softwareparks
Hagenberg, sucht allerdings langst nach Mdglichkeiten, den
Beweisprozess zu automatisieren. Er ist international
bekannt durch einen Algorithmus, mit welchem bestimmte
fundamentale Probleme in der abstrakten Mathematik, die
bis dahin als nicht mit Computern behandelbar galten,
geldst werden kénnen. Und zwar durch die Ruckfuhrung der
Probleme auf das Berechnen so genannter "Grobner-
Basen". Der Algorithmus ist heute in allen kommerziellen
mathematischen Softwaresystemen wie beispielsweise
Mathematica eingebaut und macht die Losung einer Vielzahl
auch praktischer Probleme moglich - zum Beispiel in der
Robotik und in der Kryptografie.

Mit seiner neuen Lazy-Thinking-Methode geht Buchberger
nun einen Schritt weiter: Das Verfahren spurt solche
Ldsungsalgorithmen systematisch auf. "Man muss nur mehr
das Problem hinschreiben, und der Algorithmus kommt - in
vielen Fallen - automatisch heraus", macht Buchberger klar,
was "lazy" in diesem Zusammenhang bedeutet. Das
Verfahren liefert dabei nicht nur den Lésungsalgorithmus,
sondern zugleich den Beweis, dass er korrekt ist - indem es
fur jede zulassige Eingabe die richtige Losung ausspuckt.
Wie ein Taschenrechner, der immer richtig multipliziert,
gleichglltig, welche Zahlen man eintippt.
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ik zum Auf-die-faule-Haut-Legen

Lazy Thinking ist im Softwaresystem Theorema implementiert, an dessen Entwicklung Buchberger und seine
Mitarbeiter seit etwa zehn Jahren arbeiten. Ziel ist, Mathematikern ein Werkzeug zur Verfiigung zu stellen, das
sie durch den gesamten mathematischen Erfindungs- und Verifikationsprozess begleitet: von der Spezifikation
eines Problems bis zur Entwicklung eines Losungsalgorithmus fir das Problem und seine Anwendung am

Computer.

Dass dabei Verfahren wie Lazy Thinking Mathematikern auch jahrelange Arbeit ersparen kénnen, zeigte

Buchberger im Selbstexperiment. Er hat das Verfahren auf das Problem der Berechnung von Grobner-Basen
angewandt, fur dessen Erfindung er seinerzeit zwei Jahre gebraucht hat, nhachdem schon vorher viele andere wie
Buchbergers Lehrer Wolfgang Grobner an dem Problem seit Jahrzehnten gearbeitet hatten.

Der Vergleich machte sicher: Die Lazy-Thinking-Methode lieferte den Algorithmus samt Korrektheitsbeweis auf

einem Laptop in wenigen Minuten.
(grém)



